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£]s sollen im Folgenden die Flächen dritten Grades untersucht werden, welche 
sich dadurch auszeichnen, dafs sie bei der Abbildung nach dem Prinzip der reziproken 
Radienyektoren wieder in sich selbst zurückkehren. Dieselben haben, wie sich alsbald 
ergiebt, die charakteristische Eigenschaft, von einer unendlichen Schar paralleler Ebenen 
in lauter Kurven zweiten Grades geschnitten zu werden, welche ihrerseits wieder als 
Schnittkuryen derselben Ebenen mit einer unendlichen Schar Ton Flächen zweiten Grades 
aufgefafst werden können. Damit bietet sich die Möglichkeit, durch Betrachtung der 
aufeinanderfolgenden Kurven eine Vorstellung von der Gestalt der Flächen dritten Grades 
zu gewinnen. Die Ausführung dieses Gedankens, zunächst für eine Reihe ausgezeichneter 
Formen, dann für die allgemeine Flächengleichung, bildet den wesentlichen Gegenstand 
des ersten Teiles der Untersuchung. 

§ 1- 
Aufstellung der Grundgleichungen für Flächen vom nten Grade. 

Die auf ein durch das Abbildungszentrum als Anfangspunkt gelegtes recht- 
winkliges Koordinatensystem bezogene Gleichung einer Fläche nten Grades sei 

f=0. (1) 

Zerlegen wir die Funktion f in ihre homogenen Bestandteile nten, n — Iten, ... 
Oten Grades, so lautet die Gleichung der Fläche auch 

fn + fn-i + .... + fo = 0. (2) 

Führen wir Polarkoordinaten ein und setzen 

X = r cos ^ 

y = r sin * cos y 

z = r sin ^ sin % 

so nimmt die Gleichung die weitere Form 

r° gn + r»-i g«-i + .... + go = (8) 

an, worin allgemein g. eine homogene Funktion der Verbindungen cos^, sin ^ cos 9)9 
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sin ^ sin tp bedeutet, deren Grad a, a — 1 • 2, a — 2 • 2, . . . . a — t • 2 beträgt, je nachdem 
die entsprechende Funktion L nicht durch x' + y' + z' teilbar ist oder den Faktor 
x' + y' + z^ Imal, 2mal, .... tmal enthält. 

Soll die gegebene Fläche die Eigensdiaft haben, bei der Abbildung nach dem 
Prinzip der reziproken Radienvektoren in sich selbst zurückzukehren, so mulis die 

Gleichung, welche aus (3) durch Ersetzung von r durch — entsteht, wieder in die Gestalt 

der Gleichung (3) zurückgeführt werden können. Nehmen wir^ diese Ersetzung vor und 
multiplizieren mit r°, so bekommen wir 

g. + rgn-i + . . • + r"* go = 0. (4) 

Weiterhin mufs nun unterschieden werden, ob n gerade oder ungerade ist 



n gerade. 
Ist dann aufserdem go nicht gleich Null, so mufs entweder 

go = gnj gl = gn— 1) . . . 8n ^. = ^^-l-i 

und die Gleichung der Fläche von der Form 

r"go+r'»-«.rgi+r»-*-r'g,+ ...+r^r* g„ +r«gn+r« gn +-.- + r*&+rgi+go=0 

% % % 

sein oder es mufis 



8o="~ gn» gl^ — gn-1, .. . . gn ,=■— ga .,i gn =0 
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sein und wir erhalten die Darstellung 



4-1 4-1 



r°go + r"-*-rgi + r— <.r'gs+... + r'.r* gn^ ,— r* g»^ ,—.-..— r"g,—rgi-go=0. 

Im letzteren Falle enthält die linke Seite der Gleichung den Faktor r' — 1. Die ur- 
sprüngliche Fläche zerfallt also in diesem Falle in die Abbildungskugel selbst und in 
eine Fläche vom n — 2ten Grade, von denen jeder Teil bei der Abbildung in sich selbst 
übergeht. Wir wollen diesen Fall im Folgenden überall ausschliefsen. 

Nehmen wir zweitens an, es sei go = 0. Dann mufs die Gleichung (4), um auf 
den nten Grad zu kommen, noch mit r erweitert werden. Wir erhalten dann 

rgn + r* gn_i + ... + r" gl = 0. 

Soll diese Gleichung mit der ursprünglichen identisch sein, so mufs gi = gn, gs = gn-i .... 
sein, was aber bei geradem n unmöglich ist. 

Ist drittens go = g]t=0, so mufs die Gleichung mit r' erweitert werden, und 

es kommt 

r' gn + r' go-i + ... + r» g, = 0. 
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Daraas folgt, sofern wir wieder den Fall ausschliefsen, dafs die linke Seite den Faktor 
r' — 1 enthält, 

&^8n, g»^8n— 1, ••• Sn ^^ 8" , . 



und fQr die Fläche die Gleichung 



4+1 



r'g,4-r»-*-r'g,+ r— ••r*g4+...+r'-r»g»+r» g» +r*g^+...+r*g«+r'g,+r»g, 

1 «■•■ a 



= 0. 



In dieser Weise kann die Betrachtang fortgesetzt werden, und es ergiebt sich ffir 
gerades n die Beihe von Gleichangen: 

r»g» + r»-» . rgi + r»-* . r*g, + ... + r*g, + rfo + g, — 0, 
r"-* • r*g, + r— * • r*g, + r»-« • r'g. + ... + r*g4 + r'g, + r»g, = 0, 
r"-*- r«g4+ r"-«- r»g, + r"-» • r'g, + .... + r* g, + r»g» + r*g, = 0, 



r*- r-*gn-4 + r». r»-»g„_, + r»-«g„_, + r»-«g,_ + r—'g.-«« 0, 
r» • r»-»g._, + r»-»g._i + r"-»g._, = 0, 



r"g. 



0. 



(5) 



n 

n ungerade. 

In diesem Falle ergiebt sieb in ganz entsprechender Weise die Reihe von 
Gleichungen : 

r»-^ • rgi + r— » • r'g, + r»-* • r*g, + ... + r'g, + r*g, + rgi = 0, 

r"-» • r'g, + r»-» • r^g, + r»-» • r»g, + ... + r'g, + r*g« + r'g, — 0, 

!•-»• r'g, + r^»-r*g, + r»-».r'g, + ... + r'g, + r'g, + r'g, = 0, 



r* • r^g»-4 + r' • r— »g._, + r»-»g._j + r"-»g»_, + r"-«g._4= 0, 
r» • r»-«g._, + r— 'g._i + r»-»g»_j == 0, 

r»g.==0. 



> (6) 



§ 2. 

Anwendung auf die Flächen vom dritten Grade und Betrachtung der 

einfachsten Fälle. 



Ffir n = 3 ergeben die allgemeinen Gleichangen die beiden Möglichkeiten 

r»-rgi + r»& + rgi=0, 
r»g, = 0. 



} 



(7) 
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Im zweiten Falle ist die Funktion fs, aus welcher r'g« hervorging, entweder nicht in 
Faktoren zu zerlegen oder sie zerfällt in einen Faktor ersten und einen solchen zweiten 
Grades oder sie enthält 3 Faktoren ersten Grades. Je nachdem der eine oder der andere 
Fall eintritt, stellt die Fläche einen Kegel dritten Grades oder eine durch den Anfangs- 
punkt gehende Ebene und einen Kegel zweiten Grades oder drei durch gehende Ebenen 
dar. Jedes der genannten Gebilde geht bei der Abbildung in sich selbst über. 

Im ersteren Falle stellt die Gleichung, sofern gs = ist, weiter nichts als eine 
durch gehende Ebene dar. Doch noch in zwei anderen Fällen ist die Deutung der 
Gleichung nicht schwer. 

Sofern nämlich r'gs = rgi-rhi, worin hi ebenfalls eine homogene Funktion ersten 
Grades bedeutet, verwandelt sich die Gleichung in 

r&(r«+rhi+l) = 

oder mit rechtwinkligen Koordinaten in 

(aiX+biy+Ciz)(x« + y" + z« + a,x+b,y + cz+l) = 0. (8) 

Ist nun as' + V + Ct'<^ ^1 so stellt diese Gleichung weiter nichts als die durch 
gehende Ebene aiX + biy + CiZ = dar. Ist a,' + W + Cj' = 4, so repräsentiert sie 
aufserdem noch den auf der Abbildungskugel liegenden singulären Punkt 



V 2' 2'~2;- 



Ist dagegen as* + V + Cs' > 4, so tritt zu der Ebene noch die Fläche zweiten Grades 
X* + y* + z^ + atX + bij + Ci z + 1 = hinzu. Wir erhalten also auch dieses Mal lauter 
Gebilde, die bei der Abbildung in sich selbst zurückkehren. 

Was im Besonderen die Fläche zweiten Grades angeht, so kann ihre Gleichung 
auf die Form 

gebracht werden, aus welcher hervorgeht, dafs dieselbe eine Engel mit dem Mittelpunkte 



— 1 



M = (--|^; --^; -^\ und dem Radius r=\/^ 



+ VHh^_j 



darstellt. Dieselbe schneidet die Abbildungskugel vom Radius 1 in einem Kreise, welcher 
zugleich Schnittkreis der beiden Kugeln mit der Ebene a«z + b«y -{- CtZ + 2 = ist 
Verbindet man einen beliebigen Punkt P dieses Schnittkreises mit und M, ferner M 

:» a,«+b.»4-c.' 



mit 0, so mufs MP' = ^ ^^» ^^ — 1 = 0M'— OP' also das Dreieck OMP bei P 

4 

rechtwinklig sein. Daraus folgt, dafs für jeden Punkt des Schnittkreises die an unsere 
Kugel konstruierte Tangentialebene durch geht oder dafs der durch und den Schnitt- 
kreis gelegte Kegel die Kugel berührt oder dafs unsere Kugel die Abbildungskugel senk- 
recht durchschneidet. Die Gleichung des Tangentialkegels heifst übrigens 

x" -(- y» + z« = -^(a,x+b,y-hc,z)*. 
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und der Radius des Schnittkreises wird als HOhe des rechtvrinkligen Dreiecks OMP gleich 



V 



a.' + b.* + c»-4 



a,* + b.* + C- • 

Hiernach ist es klar, warum für je zwei mit auf demselben Strahle liegende Punkte 
Pi und Pt das Produkt OPi-OPt=l sein mnfs. Legt man durch OPiP, und OM eine 
Ebene, welche den Schnittkreis in einem Punkte P treffen mSge, so sind fQr den gröÜBten 
Kreis, in welchem die Kugel von dieser Ebene geschnitten wird, OPi und OPs die Ab- 
schnitte einer Sekanten und OP eine von demselben Punkte aus gezogene Tangente, 

es mufe also OPi-OP, = ÖP*= 1 sein- 

Wir kommen jetzt zu dem zweiten Falle, in welchem die Gleichung der Fläche 
eine einfache Deutung zul&fst. Wenn 



r« 



r'& = -Y(*fc' + l) 



ist, verwandelt sich dieselbe in 



-i.(r'-2rft)(l-2rgi)=0 

oder mit Weglassung des konstanten Faktors — -^ und Ersetzung der Polarkoordinaten 

durch rechtwinklige Koordinaten nach kurzer Umformung in 

[(x-a)' + (j—hy + (z — c)* — a« — b' — c'] (1 — 2ax— 2by — 2cz) = 0. (9) 

Die Fläche besteht in diesem Falle aus einer durch gehenden Kugel mit dem Mittel- 
punkte M^(a;b;c) und der Ebene 2ax + 2b74-2cz=l, von welchen Gebilden 
dieses Mal aber jedes bei der Abbildung in das andere fibergeht. 

Ist a* + b' -(- c' > -T-, so durchschneidet die Kugel die Abbildungskugel vom 

Radius 1 und es ist die Ebene 2ax + 2b7 + 2cz = l die durch den Schnittkreis beider 
Kugeln gelegte Ebene. Auch in diesem Falle ist es nicht schwer einzusehen, warum 
für 2 entsprechende Punkte Pi und Ps, von denen Pi auf der Ebene, Pt auf der Kugel 
liegen soll, das Produkt OPi*OPt=l sein mufs. Man lege wieder eine Ebene durch 
OM und OPiPi, welche den Schnittkreis beider Kugeln in den beiden Punkten A und B 
treffen möge. Ferner möge der Strahl OPiPs die Abbildungskugel in G und D schneiden. 
Dann ist OPi.P,Pi = APx.BPi = CPi.DPi und daher 

OPx(OP,-OPi) = (OC+OPi)(OC-OPi), 

woraus OPi • P, = 00* = 1 wird. 

Wenn a* + b* + c' = -p ist, berührt die Kugel die Abbildungskugel im Punkte 

p = (2a, 2b, 2c). Die Ebene ist dann die Tangentialebene im Punkte P und liegt ganz 
aufserhalb der Abbildungskugel. In diesem Falle steht PPs senkrecht auf OPi. Da 
ferner PPi senkrecht auf OP steht, liegen die Punkte P,Pi,Ps auf einem Kreise, welcher 
OP in P berührt und dessen Mittelpunkt PP| halbiert. Es muls darum nach dem 

Tangentensatz OPi-OPa^ÖFssl sein. 
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Ist endlich a^ + b* + c* < -r-» s^ haben die Kugel und die Ebene weder unter 

sich noch mit der Abbildungskugel einen Punkt gemeinsam, die Kugel liegt ganz inner- 
halb, die Ebene ganz aufserhalb der Abbildungskugel. Fällt man von das Lot OB auf 
die Ebene, welches die Kugel in A treffen möge, und legt durch OAB und OPfPi eine 
Ebene, so sind die Dreiecke OPsA und OBPi ähnlich. Es verhält sich daher OPi:OB 
= 0A:0P2, woraus OPiOP, = OA-OB = l wird. 

Die behandelten Beispiele lassen schon in der einfachsten Form die verschiedenen 
Arten von Flächen dritten Grades erkennen. Entweder stellt die Gleichung eine durch 
gehende, sich bis ins Unendliche erstreckende Fläche (Ebene) dar, zu welcher eventuell 
ein auf der Abbildungskugel liegender singulärer Punkt oder eine die Abbildungskugel 
senkrecht durchschneidende endliche Fläche (Kugel) hinzutreten kann, oder sie repräsen- 
tiert eine durch gehende endliche und zugleich eine sich bis ins Unendliche ausdehnende 
Fläche (Kugel und Ebene). Im ersten Falle geht bei der Abbildung jeder Teil in sich 
selbst, im zweiten jeder in den andern ttber. 



§ 3. 
Über einige charakteristische Eigenschaften der Flächen dritten Grades. 

Wir kehren jetzt wieder zur Betrachtung des allgemeinen Falles zurück, in 
welchem ttber die Funktionen gi und gs keine Voraussetzungen gemacht sind. In recht- 
winkligen Koordinaten lautet die Gleichung 

(x'4-y»+z'+l)(aix + bjy + ciz) + aux'+a«y« + aasz» + 2a„yz + 2a,izx+2auxy = 0. 

Wir drehen nun das Koordinatensystem und bestimmen die Drehungswinkel durch 
die Bedingung, dafs in dem quadratischen Teile der neuen Gleichung die Produkte ver- 
schwinden sollen. Wenn wir die Koordinaten des neuen Systems wiederum mit x, y, z 
notieren, wird dann die Gleichung 

(x«+y^+z"+l)(ax+by+cz)-f-ux" + vy" + wz* = 0, (10) 

wobei wir ferner voraussetzen wollen, dafs a" + b* + c* = 1 sei. 

Dieses ist die Gleichung, mit der sich die folgende Untersuchung, soweit sie 
sich auf Flächen dritten Grades bezieht, wird zu beschäftigen haben. Aus derselben er- 
geben sich sogleich die folgenden Eigenschaften: 

1. 

Da die Gleichung kein konstantes Glied enthält, genügen derselben die Koordi- 
naten des Anfangspunktes = (o; o; o). Die Fläche geht also durch das Abbildungszentrum 
selbst hindurch, woraus dann weiter folgt, dafs die aufserhalb der Abbildungskugel ge- 
legenen Teile der Fläche, die den innerhalb in der Nähe des Zentrums befindlichen Teilen 
entsprechen, sich bis ins Unendliche erstrecken mttssen. 
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2. 
Schneiden wir die Fläche mit einer unendlichen Schar paralleler Ebenen und setzen 

ax + by + cz = — t, (11) 

wobei t alle Werte von — oo bis 4- oo durchlaufen soll, so wird die Gleichung 

^ + ^ + -2L = i. (12) 



u — t V — t w — t 

Die Schnittkurven sind also Kurven zweiten Grades und können aufgefafst werden 
als Schnittkurven derselben unendlichen Schar paralleler Ebenen mit der unendlichen 
Schar von Flächen zweiten Grades, welche durch (12) dargestellt wird, fQr welche der 
Mittelpunkt ist und deren Hauptaxen die Axen des gegebenen rechtwinkligen Koordinaten- 
systems sind. 

3. 

Es ergiebt sich, sofern wir die linke Seite von (10) mit f bezeichnen, 
df 



dx 

df_ 
dy 

df 



= 2 i(ax+by+cz) + a{x'+y'+z'+l) + 2 ui, 



= 2y(ax-|-by+cz) + b(x* + y'+z*+l)4-2vx, 
= 2z(ax+by+cz) + c(x' + y* + z'+l) + 2wx. . 



dz 
Setzen wir x=:y = z = 0, so kommt 



(13) 



(ii)=a, (4^Wb, m=., 



\dx/o \öy/o \öz/o 

woraus folgt, dafs diejenige unter den unendlich vielen durch (11) definierten Ebenen, 
welche durch geht, die Fläche in berührt. 

4. 

Die Tangentialebene in einem Punkte (Xi;7i;zi) der Fläche hat zur Gleichung 

Die rechte Seite dieser Gleichung ergiebt durch Einsetzung der Werte der 
Differentialquotienten 

2(Xi'+yi»+Zi')(axi+byi+czO + (xi'+yx"+Zi'+l)(axi+byi+czO + 2uXi»4-2vyi'+2wzA 

Substituieren wir hierin für 2uXi* + 2vyi^ + 2wzi' den Wert, der sich aus der 
Gleichung der Fläche ergiebt, so vereinfacht sich unser Ausdruck auf 

(Xi' + yi' + zi^ - 1) (axi + b y, + c z,) 

Faik-R«a!gTmn. 1902 ^ 
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und die Gleichung der Tangentialebene wird 

^ (111+ y (^1+ ' {^)r i^'+y^'+^'-') (a».+by.+czo. (u) 

Dieselbe besagt, . dafs die Tangentialebene durch gehen mufs erstens für alle 
Punkte, welche gleichzeitig auf der Ebene ax + by + cz = liegen, zweitens fftr alle 
Punkte, in welchen die Fläche die Abbildungskugel x^ + y' + z' = 1 durchschneidet, dafs 
also der mit als Spitze durch die Schnittkurve der Fläche mit der Abbildungskngel 
gelegte Kegel die Fläche tangiert oder dafs die Fläche die Abbildungskugel senkrecht 
durchschneidet. 

Natürlich ist damit aber weder gesagt, dafs es aufser dem Punkte immer 
noch andere Punkte geben mufs, welche gleichzeitig auf der Fläche und der Ebene 
ax + by -f- cz = liegen, noch dafs die Fläche die Abbildungskugel stets durchschneidet. 



§4. 
Behandlung spezieller Fälle. 

Wie schon bemerkt, können wir unsere Fläche entstanden denken aus der un- 
endlichen Schar von Kurven, in welchen die Ebenen ax+by + cz = — t sich mit den 

X* v' z' 

Flächen zweiten Grades — 1 ^ 1 — = 1 schneiden, sofern wir t alle Werte 



u — t V — t w — t 
von — oo bis + oo durchlaufen lassen. 

Um eine Vorstellung von der Gestalt dieser Kurven und damit auch von der 
Gestalt der Fläche dritten Grades zu bekommen, ist es nötig, vorher die verschiedenen 
Formen der Flächen zweiten Grades selbst einer eingehenden Betrachtung zu unterziehen. 
Wenn dieses geschehen ist, mufs weiterhin eine Entscheidung darüber getroffen werden, 
für welche Werte von t die Fläche von der entsprechenden Ebene auch wirklich ge- 
schnitten wird. Beides wird später in voller Allgemeinheit geschehen. Um uns an die 
eigenartige Entstehungsweise der Fläche zu gewöhnen und zugleich einen Begriff von 
dem grofsen Formenreichtum zu erhalten, wollen wir dieser allgemeinen Behandlung eine 
Zusammenstellung derjenigen Fälle vorangehen lassen, in welchen die unendliche Schar 
von Kurven aus lauter Kreisen besteht. Dafs diese Zusammenstellung alle möglichen 
Fälle umfafst und wie dieselben gefunden wurden, mufs an dieser Stelle unerörtert bleiben. 

I. 
u = V = w > 0. 

Die Flächen zweiten Grades sind in diesem Falle sämtlich Kugeln. Ihre 
Gleichung lautet 

Für t < und t > u stellt dieselbe eine auf reellem Gebiete nicht zu realisierende 
Forderung dar; för t = o repräsentiert sie den einzelnen Punkt 0, für u > t > o eine 
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Schar von Kugeln, deren Radius mit wachsendem t zunimmt und für t=u unendlich 
grofs wird. Es kommen also auch für die Fläche dritten Grades nur die Werte ^ t < u 
in Betracht; doch brauchen nicht für alle Werte dieses Intervalls Schnittkurven vorhanden 
zu sein. Die Kugeln werden von den entsprechenden Ebenen nur dann geschnitten, 
wenn der Abstand der Ebenen vom Mittelpunkt kleiner ist als der Radius, d. h. wenn 

t< y _ oder t' — ut + l>o ist. Da nun die Wurzeln ti und tt der Gleichung 

t'* — ut + l = für u<2 beide komplex, für u = 2 beide gleich 1, für u > 2 beide 
reell, positiv und kleiner als u sind, so bleibt die Funktion f (t) = t* — ut + 1 für u < 2 
stets positiv, erreicht fttr u = 2 nur bei dem ausgezeichneten Werte t = 1 den Wert Null, 
ist für u > 2 sowohl zwischen t = und t = ti als auch zwischen t = t« und t = u 
positiv, zwischen t = ti und t = tt negativ und nimmt für t = ti und t:=ts den 
Wert Null an. 

Hiernach ergiebt sich für die Gestalt der Fläche das Folgende: 
11 = 0. Die Gleichung stellt weiter nichts als die Ebene t = o dar. 
< u < 2. Die Gleichung stellt eine einzige Fläche dar, welche bei beginnt, die Ab- 
bildungskugel senkrecht durchschneidet, sich dann allmählich der Ebene t = u 
nähert und dieselbe in unendlicher Ferne auf allen Seiten asymptotisch berührt, 
u s=: 2. Die Fläche besteht aus zwei getrennten Teilen, die sich bei t = 1 in einem 
Punkte der Abbildungskugel berühren. Der erste vollständig in sich ge- 
schlossene endliche Teil beginnt bei und endigt in dem genannten Punkte 
der Abbildungskugel; der zweite unendlich ausgedehnte beginnt bei diesem 
selben Punkte und nähert sich asymptotisch der Ebene t = u. Jeder Teil 
geht bei der Abbildung in den andern über, 
u > 2. Die Fläche besteht wiederum aus zwei Teilen, von denen der eine ganz inner- 
halb, der andere ganz aufserhalb der Abbildungskugel liegt. Der erste be- 
ginnt bei und endigt in einem Punkte der Ebene t = ti, der zweite be- 
ginnt bei einem auf der Ebene t = ti liegenden Punkte und nähert sich 
asymptotisch der Ebene t = u. Auch in diesem Falle geht bei der Abbildung 
jeder Teil in den andern über. 
Es ist nicht schwer, sich den allmählichen Übergang von der einen Sorte von 
Flächen zur andern anschaulich klar zu machen. Sämtliche Flächen sind natürlich 
Rotationsflächen, welche durch Drehung einer Kurve dritten Grades um die Normale zur 
Ebene ax-t-by + cz= — t entstanden gedacht werden können. 

Die Annahme u < o würde zu denselben Formen führen, nur würden in diesem 
Falle die Flächen von der Ebene t = o aus gerechnet auf der andern Seite des Raumes liegen* 

IL 

u = v, a = b = o, c = l. 

Die Gleichung der Fläche zweiten Grades heilst dann 

t ^ t ^ t • 

u — t u — t w— t 
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Dieselbe stellt lauter Rotationsflächen dar, welche, da in diesem Falle die Ebenen 
z SS - t senkrecht zur Rotationsaxe stehen, nnr in Kreisen geschnitten werden. Ob aber 
im einzelnen Falle wirklich ein Schneiden stattfindet oder nicht, hängt von der Gestalt 
der Fläche and der Gröfse von t ab. Stellt die Fläche ein Ellipsoid dar, so schneidet 

die Ebene nur, wenn t< y oder f (t) = t^ -- wt + 1 > o ist; sie berührt, wenn 

f(t)=o ist Im Falle des zweiflächigen Hyperboloids mit reeller z-Axe schneidet sie, 

wenn umgekehrt t> y oder f (t) < o ist; sie berührt dagegen wieder, wenn 

f(t) = o ist. Handelt es sich endlich um ein einflächiges Hyperboloid mit imaginärer 
z-Axe, so wird die Fläche von der entsprechenden Ebene stets geschnitten. Abgesehen 
von diesem letzten Falle kommt es also ähnlich wie in dem vorher behandelten Beispiele 
besonders auf die GrOfse von w an. 

w = o. 

u < 0. Dann hat die quadratische Gleichung, welche in diesem Falle die Gestalt 

X* y^ 
— 7 1 — ^ z* = 1 annimmt, für t < u und t > o keine reelle Be- 



u — t u — t 

deutung; für u < t < o stellt sie einflächige Hyperboloide mit imaginärer 
z-Axe dar, die sich bei t==u in unendlicher Ferne entwickeln und bei t = o 
in die z-Axe selbst übergehen. Die Ebene schneidet also nur zwischen u 
und und zwar in Kreisen, die bei u unendlich grofs werden und bei o in 
den Punkt zusammenschrumpfen. Die Gleichung dritten Grades liefert 
demnach wieder eine einzige, nach der positiven Seite der z liegende, unend- 
lich ausgedehnte Fläche, die bei beginnt und t = u asymptotisch berQhrt- 

u = o. Die Fläche geht in die xy -Ebene über. 

u > 0. Die Fläche krümmt sich, im Punkte beginnend, nach der negativen Seite 
der z und berührt t = u asymptotisch. \ 

w >o. 

Dann gelten zunächst für die Flächen zweiten Grades die folgenden Bestimmungen: 

u < 0. Die Gleichung bat keine reelle Bedeutung für t < u und t > w. Zwischen 
u und stellt sie einflächige Hyperboloide mit imaginärer z-Axe dar, 
die sich bei u in unendlicher Ferne entwickeln und bei o in den Kegel 

w 

X* + y^ H z' = übergehen. Zwischen o und w bekommen wir dagegen 

zweiflächige Hyperboloide mit reeller z-Axe, deren Hälften aus dem genannten 
Kegel entspringen, sich mit wachsendem t immer weiter von einander ent- 
fernen und bei w im Unendlichen verschwinden. 

u = o. Sie hat reelle Bedeutung nur zwischen o und w und zwar stellt sie zwei- 
fläcldge Hyperboloide mit reeller z- Achse dar, deren Hälften sich bei o aus 
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der doppelt bedeckten xy- Ebene entwickeln und sich mit wachsendem t 
immer weiter von einander entfernen, 
w > u > 0. Zwischen o und u bekommen wir Ellipsoide, welche sich bei o aus dem 

Punkte entwickeln, deren y- und z-Axe beständig wachsen und welche 

für t = u in die* beiden parallelen Ebenen z* = übergehen. Es 

folgen zweiflftchige Hyperboloide, deren Hälften aus den genannten beiden 
Ebenen entstehen, sich beständig von einander entfernen und bei w im Un- 
endlichen verschwinden, 
u = w. Die Gleichung hat reelle Bedeutung nur zwischen o und w und liefert Kugeln, 
über welche schon in dem zuerst behandelten Beispiele das Erforderliche 
gesagt ist. 

u > w. Zwischen o und w stellt die Gleichung wieder Ellipsoide dar, die bei o im 
Punkte entspringen, deren z-Axe beständig zunimmt und welche bei w in 

w 
den Kreiscylinder x' + 7* = übergehen. Zwischen w und u folgen 

U ^~' w 

dann einflächige Hyperboloide mit imaginärer z-Axe, die sich aus dem ge- 
nannten Gylinder entwickeln, deren reelle Axen beständig wachsen und welche 
bei t = u im Unendlichen verschwinden. 

Nach diesen Bestimmungen über das Aussehen der verschiedenen Flächen und 
mit Berücksichtigung der zu Anfang gemachten Bemerkung kann nun über das Schneiden, 
NichtSchneiden oder Berühren der Ebenen im einzelnen Falle Entscheidung getroffen und 
damit die Gestalt der Fläche dritten Grades erkannt werden. Dabei ergeben sich die 
folgenden Resultate: 

w < 2. Die Fläche beginnt für jeden Wert von u beim Punkte und berührt 

asymptotisch die Ebene t = u. Sie liegt für negatives u auf der positiven, 

für positives u auf der negativen Seite der z und geht bei o in die xy- 
Ebene über. 

w = 2. Solange u < 1 ist, erhalten wir wie im vorigen Falle eine unendlich aus- 
gedehnte Fläche, welche bei beginnt, die Ebene t = u asymptotisch be- 
rührt und fQr t=:o in die xy- Ebene übergeht. Aufserdem genügt aber noch 
der auf der Abbildungskugel liegende Punkt (0,0,-1). 

Bei u = l krümmen sich die innerhalb der Abbildungskugel liegenden 

Teile der Fläche zur Kugel x* + y' + fz + -^)= — , während die aufserhalb 

liegenden Teile sich zur Ebene z = — 1 vereinigen. 

Ist u > 1, so besteht die Fläche stets aus zwei sich im Punkte (0, 0, — 1) 
berührenden Teilen, von denen der eine endliche bei beginnt und ganz 
innerhalb der Abbildungskugel bleibt, der andere ganz aufserhalb liegt und 
die Ebene t^u asymptotisch berührt. Jeder Teil geht bei der Abbildung 
in den andern über. 

w>2. Die beiden Werte von t, für welche f(t) = wird, seien ti und tj, wobei 
ti < tg vorausgesetzt wird. 
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Für u < ti besteht die Fläche aas zwei Teileu, vou denen jeder bei der 
Abbildung in sich selbst übergeht. Der eine unendlich ausgedehnte beginnt 
bei und berührt asymptotisch die Ebene t = u, der andere endliche be- 
ginnt bei ti und schliefst bei t,. 

Bei u = ti vereinigt sich der Teil der unendlich ausgedehnten Fläche, 
welcher innerhalb liegt, mit dem Teil der endlichen Fläche, welcher aufser- 

z + -^| =— . Die beiden andern Teile 

liefern die Ebene z = — ti. 

Liegt u zwischen ti und t,, so trennen sich die innerhalb liegenden 
Teile der Kugel und der Ebene von den übrigen und bilden eine mit be- 
ginnende und in ti endigende in sich geschlossene Fläche, die aufserhalb 
befindlichen liefern eine unendlich ausgedehnte Fläche , welche t = u 
asymptotisch berührt und in t« endigt. 

Bei u = ts geht der unendlich ausgedehnte Teil in die Ebene z =r — tt 

(ti \*' ti* 

Ist endlich u > t^, so wendet sich der unendlich ausgedehnte Teil nach 
der entgegengesetzten Seite und berührt asymptotisch die Ebene t = u. 

In den letzten vier Fällen geht immer der eine der beiden Teile in 
den andern über. 

Es braucht wohl kaum bemerkt zu werden, dafs auch dieses Mal sämtliche Flächen 
Botationsflächen sind. Auch hier würde die Annahme w < o zu keiner Vermehrung der 
Formen führen. 

§ 5. 
Weitere Behandlung spezieller Fälle. 

Es bleibt noch ein dritter Fall übrig, in welchem sämtliche Schnittkurven mit 
den Ebenen ax-hby4-cz = — t Kreise sind. Da in diesem Falle die Gleichung zweiten 
Grades keine Besonderheit aufweist, die allgemeine Deutung derselben aber erst im 
nächsten Paragraphen erfolgen soll, wollen wir hier auf ihre Zuhülfenahme verzichten 
und die Schnittkurven auf anderem Wege bestimmen. 

Laufen die schneidenden Ebenen einer der Koordinatenaxen parallel, so ist es 
durch eine einfache Drehung des Systems möglich, die Gleichung der Schnittkurven und 
damit die Lage des Mittelpunktes und die Halbaxen zu finden. 

Nehmen wir z. B. an, die Ebenen seien parallel zur y-Axe, es sei also b = 0, 
und setzen 

x = axi -f czi, 

z =^ cxi — azi, 

so wird die neue Gleichung in Bezug auf die Koordinaten yi und Zi quadratisch und 
liefert für konstantes Xi d. h. für die Schnittkurven mit den Ebenen Xi= — t eine 



j 
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Gleichung zweiten Grades, welche unter einer weiteren Voraussetzung in Bezug auf die 
Eonstante v lauter Kreise darstellt. Wir erhalten die Gleichung 

yi^(xi-f v)4-Zi*(Xi+a^w + c'u)+2acxiZx(u-w) + (Xi*+l)x, + XiMa'u+c*w) = 0. 
Dieselbe geht unter der Annahme, dafs v = a'w4-C'u ist, über in 

a cxi (u — w)\* a^ c* Xi'* (u — w)' (xi* + 1) Xi + Xi* (a" u + c* w) 



,,^(,+._5M)-= 



(xx + yr x, + v 

woraus sich nach kurzer Transformation 

ergiebt. Damit gewinnen wir das folgende Resultat: 
Unter der besonderen Voraussetzung, d&fs 

b = 0, v = a*w + c'u 

ist, hat die Schnittkurve der Fläche dritten Grades mit der Ebene ax -f cy = Xi = — t 
die Gleichung 

/ ac(u-w)ty _ t r t(u-t)(w-t) ] 

Dieselbe stellt einen Kreis dar, dessen Mittelpunkt M in Bezug auf das neue 
System die Koordinaten 

?i = ~t, 

ac(u — w)t 



& = 



V— t 



in Bezug auf das ursprüngliche System dagegen, wie sich durch Substitution leicht er- 
giebt, die Koordinaten 

^ — at(w — t) 

V — t 

^ — ct(u — t) 

v-t 

hat und für den das Quadrat des Radius gleich 

t /, t(u— t)(w— t) 



r('-'-^?l=ä)=7^(>-'' 



ist, sofern wir der Kürze wegen den Quotienten — ^^- mit T bezeichnen. 

Der Radius wird unendlich grofs, wenn wir t = y annehmen. In diesem Falle 
werden aber auch $ und C unendlich grofs, d. h. der Mittelpunkt M rückt selbst ins 
Unendliche. Es ist darum nicht richtig zu sagen, dafs die Ebene t = v von der Fläche 
auf allen Seiten asymptotisch berührt werde. Setzen wir in der ursprünglichen Gleichung 
ax + cz = — t=— V, so verwandelt sich dieselbe in x*(u — v)4- 55^(w— -v) = v. Es ist 



- 16 — 
aber nach den gemachten Voraussetzungen u — v = a' (u — w) und w — v = c* (w — u), 

V 

daher lautet die Gleichung auch a*x' — c'z" = 

u — w 

Dieselbe stellt, so lange v^o ist, einen der y-Axe parallelen hyperbolischen 
Cylinder dar, dessen eine Asymptotenebene der Ebene ax + cz=— v parallel läuft, 
welcher darum von derselben in einer Geraden geschnitten und auf beiden Seiten 
asymptotisch berührt wird. Es wird also auch die Fläche dritten Grades von der Ebene 
t = y in einer Parallelen zur y-Axe geschnitten und aufserdem auf beiden Seiten im 
Unendlichen berührt. 

Ist y = o, so stellt die Gleichung zwei sich in der y-Axe schneidende Ebenen 
dar, Yon welchen die eine mit der Ebene t = o zusammenfällt. Es gehören darum sämt- 
liche Punkte der Ebene t = o der Fläche an. 

Wir wollen im Weiteren annehmen, die Bezeichnung der Koordinaten sei so ge- 
wählt, daÜB w > u ist. Aus u — v = a* (u — w) und w — v = c* (w — u) folgt dann 
w>Y>u. Unbeschadet der Allgemeinheit ergeben sich die folgenden Fälle: 

L 

W > V > U > 0. 

Wie die Gleichung des Schnittkreises zeigt, kommt alles auf die Gröfse von T 
an; es ist darum nötig, diese Funktion einer näheren Betrachtung zu unterziehen. 
Betrachten wir t als Abszisse und T als Ordinate, so ergiebt sich ffLr die durch 

X = — ^ J-±- i dargestellte Kurve der folgende Verlauf. 

Dieselbe besteht aus zwei getrennten Zweigen. Der eine steigt von der Seite 
der negativen t und T aus dem Unendlichen empor, schneidet die t-Axe in o, erhebt 
sich weiter bis zu einem gewissen Maximum, sinkt dann wieder, trifft die t-Axe zum 
zweiten Male in u, fällt weiter und berührt asymptotisch die Gerade t = v. Der andere 
Zweig berührt dieselbe Gerade auf der entgegengesetzten Seite' im Unendlichen, trifft 
die t-Axe in w und verliert sich auf der Seite der positiven t und negativen T im 
Unendlichen. 

Der Verlauf der Kurve zeigt, dafs T den Wert 1 erreichen kann 1) nur für einen 
zwischen v und w liegenden Wert t^'^, 2) für zwei zusammenfallende Werte t<^^ = t^*> 
zwischen o und u oder v und w und für einen dritten Wert t^*^ zwischen v und w, 
8) für drei verschiedene Werte t<*'< tw<t<^\ die entweder alle drei zwischen v und w 
oder von denen zwei zwischen o und u liegen, während der dritte zwischen v und w sich 
befindet, 4) für drei zusammenfallende Werte t(^> = t(*> = t^*> zwischen v und w. 

Nach diesen Vorbereitungen ergiebt sich für die Fläche dritten Grades das 
folgende Bild: 

Im ersten Falle beginnt sie bei t = o mit dem Punkte 0. Mit wachsendem t 
werden die Schnittkreise gröfser, während der stets auf der xz- Ebene liegende Mittel- 
punkt weiter fortrückt. Bei t = v fällt derselbe ins Unendliche, die Fläche schneidet die 
Ebene in einer Parallelen zur y-Axe und berührt sie gleichzeitig in der Richtung des 
verschwindenden Mittelpunktes im Unendlichen. Beim weiteren Fortschreiten ist der 
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Radius zunächst wieder unendlich grofs, nimmt dann aber ab. Die Fläche wird also von 
der Ebene auch jenseits berührt. Da der Mittelpunkt aber von der entgegengesetzten 
Seite her in die Endlichkeit zurückkehrt, ist die Richtung, in welcher jetzt die Berührung 
stattfindet, der yorigen entgegengesetzt Weiterhin kommt der Mittelpunkt näher heran, 
der .Radius wird allmählich wieder kleiner, bis er bei t<^> den Wert o erreicht und die 
Fläche in einem Punkte endigt. Dabei ist jedoch zu bemerken, data weder das Wachsen 
noch das Abnehmen des Radius ein beständiges zu sein braucht. Es kann unter Um- 
ständen das sonst stetige Wachstum beim ersten Teile der Fläche während eines bestimmten 
Intervalls durch ein Wiederabnehmen bis zu einem gewissen Minimum und umgekehrt 
das sonst stetige Abnehmen beim zweiten Teile durch ein Wiederanwachsen bis zu einem 
gewissen Maximum unterbrochen sein. Der schliefsliche Verlauf ist aber immer der 
oben angedeutete. 

Im zweiten Falle besteht die Fläche stets aus einem endlichen und einem unend- 
lich ausgedehnten Teil. Ist o < t^^^ = t('> < u, so beginnt der endliche erste Teil bei 
und scblielst bei t(^) = t<'> in einem Punkte der Abbildungskugel; der zweite beginnt bei 
diesem selben Punkte, verläuft im übrigen ganz ebenso wie im vorhin behandelten Falle 
und endigt bei t^*^ Bei v < t^^^ = t^*' < w beginnt umgekehrt der unendlich ausgedehnte 
Teil bei und schliefst bei t(^)z=t(^) auf der Abbildungskugel; der endliche beginnt mit 
demselben Punkte und schliefst mit tw. Wenn endlich t<'> < t^^^ ^ t<*> ist, schrumpft der 
endliche Teil in einen singulären Punkt der Abbildungskugel zusammen. 

Im dritten Falle besteht die Fläche ebenfalls aus zwei, jetzt aber völlig getrennten 
Teilen. Für o < t^^> < t<*> < u erstreckt sich der endliche von bis t<^>, der andere von 
t<*^l bis t^'>. Für V < t<^> < t^*> < w erstreckt sich umgekehrt der unendlich ausgedehnte 
von bis t^^^ der endliche von t^*> bis t<'^ 

Im vierten Falle endlich stellt die Gleichung wieder nur eine unendlich aus- 
gedehnte Fläche dar, die in beginnt und bei t^^>=t^*> = tW in einem Punkte der Ab- 
bildungskugel endigt. 

IL 

W > V > U = 0. 

Die Kurve T besteht wieder aus zwei Zweigen, die ähnlich wie im vorigen Falle 
verlaufen, nur ragt dieses Mal der erste Zweig nicht über die t-Axe empor, sondern 
berührt dieselbe im Punkte 0; es kann also T den Wert 1 nur zwischen v und w er- 
reichen, der unendlich ausgedehnte Teil der Fläche beginnt daher immer mit dem Punkte 0. 
Zu demselben kann genau so wie im vorigen Falle noch ein endlicher geschlossener Teil 
hinzutreten, der von dem ersteren völlig getrennt sein kann und eventuell zu einem 
isolierten Punkte der Abbildungskugel zusanunenschrumpft oder mit demselben in einem 
Punkte der Abbildungskugel zusammenstöfst. 

m. 

w > V > > u. 

Der erste Zweig der Kurve trifft die t-Axe zuerst in u und dann erst in o, 
sonst ist der Verlauf derselbe wie bisher. T kann den Wert 1 erreichen zwischen u 

Falk-BaAlyna. IMS. 3 
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und und zwischen y and w. Der unendlich ausgedehnte Teil der Fläche beginnt auch 
hier stets in 0. Demselben geht, sofern T für zwei zwischen u und o liegende Werte 
Yon t gleich 1 wird, ein endlicher Teil voran, der für den Fall des Zusammenfallens 
beider Werte in einen singulären Punkt der Abbildungskugel übergeht Im übrigen ist 
der Verlauf derselbe wie in den bereits behandelten Fällen. 

« 

IV. 

W > V = > u. 

Die bisher getrennten Zweige der Kurve T vereinigen sich und liefern die T-Axe 
und eine auf der Seite der negativen T aus dem Unendlichen kommende und auf derselben 
Seite im Unendlichen wieder verschwindende Kurve, welche die t-Axe in u und v durch- 
schneidet. T erreicht den Wert 1 , wenn (u — t) (w — t) + 1 = o ist. Dieser Fall kann 

(u+w\* 
— |— j>14-uw ist, woraus w>2c* folgt. 

Die Gleichung der Fläche läCst sich in diesem Falle auf die Form bringen 

(.x+ez) [(.-U)V,.+(^+0+l-^] = 0. 

Ist w<2c', so stellt dieselbe nur die Ebene ax + cz^ — t = o dar. Im 

(aw w \ 

■ö~r'>0;— ^-) und 
^C ^ C/ 

dem Radius y j— r — 1» welche bei w = 2c* in den singulären Punkt (a; o; — c) der 

' teC 

Abbildungskugel übergeht. 

Der Raum gestattet es nicht, den allmählichen Übergang von der einen Sorte 
von Flächen zur andern eingehend zu verfolgen und ein anschauliches Bild von den sich 
dabei vollziehenden Veränderungen der Gestalt zu gewinnen. Zum Beweise dafür, dals 
die angeführten Unterscheidungen nicht nur der Theorie nach denkbar sind, sondern in 
Wirklichkeit vorkommen, mögen für die hauptsächlichsten Fälle die folgenden numerischen 
Beispiele dienen. 

1. u = 0,l; v = 0,20505 ; w = 2. Dann wird die Gleichung T = l durch 

die drei zwischen v und w liegenden reellen Werte t^^) = 0,34932, t(«) = 0,45373, 
t^') = 1,269697 befriedigt. Die entsprechenden Endpunkte der Fläche haben 
nach der Drehung des Systems die Koordinaten Mi = (— 0,34932; 0; 1,0538); 
M, = (- 0,45373; 0; 0,79407); Ms = (-1,29697; 0; 0,51694). 

2. u = 0,13564; v = 0,224; w = 2,06436. Dann hat T = l die Wurzeln ti = t. 
= 0,4 und ts = 1,4. Der auf der Abbildungskugel liegende Punkt, in welchem 
die beiden Teile der Fläche zusammenstofsen, hat die Koordinaten Mi = Ma 
= (-0,4; 0; 0,9165), der Endpunkt des endlichen Teiles die Koordinaten 
M« = (— 1,4; 0; 0,48007). 

3. u = 0,15147; v = 0,256; w = l,84853. Die Werte für t sind ti = 0,4 und 
ts = ta = 0,8. Der unendlich ausgedehnte Teil der Fläche endigt in 
Ml = (—0,4; 0; 1,1334), der singulare Punkt auf der Abbildungskugel ist 
M8 = M, = (-.0,8;0;0,6). 
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§ 6. 
Allgemeine DiskoBBion der quadratischen Gleichung. 

Wir kommen jetzt zu der allgemeinen DiBkussion der quadratischen Gleichung, 
bei welcher wir ähnlich wie im Yorigen Paragraphen annehmen wollen, es sei die Be- 
zeichnung der Koordinaten so gewählt, dafs w > v > u ist Wir können uns dann 
unbeschadet der Allgemeinheit auf vier Fälle beschränken. Die Untersuchung ergiebt 
folgende Übersicht, wobei noch zu bemerken ist, dafs die in den Klammern 
hinzugefügten Notierungen jedesmal die entsprechenden Vorzeichen der drei Nenner 

7, r, 1, das Verschwinden oder das unbegrenzte Wachstum derselben an- 

u — t' V — t w — t' 

deuten sollen. 

w > V > u > 0. 

Die Gleichung hat geometrische Bedeutung nur für o < t < w. 

t = 0. Punkt 0. (0 0). 

< t < u. Ellipsoid. (+ + +). 

t = u. Elliptischer Cy linder parallel der x-Axe. (oo + +). 

u < t < V. Einflächiges Hyperboloid mit imaginärer x-Axe. ( — |- +). 

t = V. Hyperbolischer Gylinder parallel der y-Axe mit reeller z-Axe. (— oo +). 

V < t < w. Zweiflächiges Hyperboloid mit reeller z-Axe. ( f-). 

w > V > u = 0. 

Die Gleichung hat geometrische Bedeutung nur für o < t < w. 

t = o. Die X-Axe selbst. (—0 0). 
o< t< V. Einflächiges Hyperboloid mit imaginärer x-Axe. ( (- +). 

t=^v. Hyperbolischer Gylinder parallel der y-Axe mit reeller z-Axe. (— oo +). 
T < t < w. Zweiflächiges Hyperboloid mit reeller z-Axe. ( h)- 

w > V > > u. 

Die Gleichung hat geometrische Bedeutung nur für u < t < w. 
u< t < 0. Zweiflächiges Hyperboloid mit reeller x-Axe. (H ). 

t = 0. Elliptischer Kegel. (0 0). 
< t < V. Einflächiges Hyperboloid mit imaginärer x-Axe. ( 1- -j-). 

t = ▼. Hyperbolischer Gylinder parallel der y-Axe mit reeller z-Axe. (— oo +). 

Y < t < w. Zweiflächiges Hyperboloid mit reeller z-Axe. ( 1-)« 

W > V = > u. 

Die Gleichung hat geometrische Bedeutung nur für u < t < w. 

u < t < 0. Zweiflächiges Hyperboloid mit reeller x-Axe. (H ). 

t = 0. Die beiden sich in der y-Axe schneidenden Ebenen ux* + wz' = 0. (0 -— 0). 
< t < w. Zweiflächiges Hyperboloid mit reeller z<Axe. ( (-)• 

Es ist nicht schwer, sich den Übergang von der einen Sorte von Flächen zur 

andern anschaulich klar zu machen. Erwähnt sei nur, dafs die zweiflächigen Hyper- 

3* 
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boloide, mit denen in den letzten beiden Fällen die Reihe der Flächen beginnt, sich mit 
wachsendem t in unendlicher Ferne auf der Seite der positiven und negativen x-Axe 
allmählich entwickeln, dafs ebenso die zweiflächigen Hyperboloide, mit denen in allen vier 
Fällen die Reihe schliefst, sich auf der positiven und negativen Seite der z-Axe im Un- 
endlichen verlieren, dafs endlich im ersten Falle die EUipsoide, mit welchen die Reihe 
beginnt, im Punkte ihren Ursprung nehmen. 



§7. 

Von der Bedingung für das Vorhandensein von Schnittkurven und von der 

Oestalt der letzteren. 

Nachdem die verschiedenen Formen der Fläche zweiten Qrades erkannt sind, 
mufs, wie bereits in § 4 auseinandergesetzt wurde, darüber Entscheidung getroffen werden, 
für welche Werte von t die betreffende Fläche von der entsprechenden Ebene auch wirk- 
lich geschnitten wird. 

Zu dem Zwecke suchen wir den Schnittpunkt der Ebene mit einer durch zu 
derselben konjugiert gezogenen Geraden. Sind die Richtungskosinus dieser Geraden 
cosa, cos/}, cos;", so lautet die Gleichung der durch gezeichneten koigugierten Ebene 

X V z 

cos a -|- \ cos /? H T — cos 7^ = 0. 



U — t V — t w — t 

Soll diese Ebene mit ax4-h7-|-cz = übereinstimmen, so mufs 
cosa = ak r, cos/J = bk- r-, cos;' = ck 



^_^, ^»r - V — t' ' w — t 

sein. Wir bekommen dann die Koordinaten des Schnittpunktes Ms=(s cosa; s cos /f;8 cos ^) 
der Geraden mit der Ebene, wenn wir in die Gleichung der Ebene ax + h7 + cz = — t 
für X, 7, z die Werte scosa, scos/}, scos;" einsetzen und daraus den Wert von ks be- 
stimmen. Es wird dann 

1 



ks = ; 



a' b« c' 



U — t V — t w — t 

und daher 

sofern der Quotient 

— i n r- = T (16) 

a* , b" , c* ^ ' 

'TZ, — J'T 



u — t V — t ' w— t 
gesetzt wird. 

Diesem Punkte M kommt eine wichtige geometrische Bedeutung zu, er ist näm- 
lich, sofern die Ebene die Fläche durchschneidet, der Mittelpunkt der entstehenden 
Schnittkurve zweiten Grades. Es kommt nun alles auf die Lage des Punktes M an. Diese 



— ^21 — 

hängt aber von dem Werte ab, den die linke Seite der Flächengleichung für die Koordi- 
naten des Punktes M annimmt. Machen wir diese Substitution, so ergiebt sich der in 
(16) mit T bezeichnete Ausdruck. 

Ob eine Schnittkurve vorhanden und von welcher Art dieselbe ist, ob die Ebene 
die Fläche nicht schneidet oder nur berührt, hängt also ganz allein von dem Werte von 
T ab, durch welchen die Lage des Punktes M bestimmt ist Bei dem EUipsoid kommt 
es darauf an, ob M innerhalb des von der Fläche begrenzten Raumes, auf der Fläche 
selbst oder in dem übrigen unendlichen Baume gelegen ist. Der eine oder der andere 
Fall tritt aber ein, je nachdem T<1, T = l oder T>1 ist. Beim Hyperboloid treten 
noch weitere Fälle hinzu. Es ist zu unterscheiden, ob M in denjenigen unendlichen 
Teile des Baumes liegt, in welchem der Mittelpunkt sich nicht befindet, ob auf der 
Fläche, zwischen der Fläche und dem Asymptotenkegel, auf dem Asymptotenkegel oder in 
dem übrigen unendlichen Baume. Dabei ergeben sich die folgenden Besultate: 

EUipsoid. 

o<T<l. Die Schnittkurven sind Ellipsen. 
T = l. Die Ebene berührt im Punkte M. 
T > 1. Die Ebenen schneiden nicht 

Zweiflächiges Hyperboloid. 

T < 0. Die Schnittkurven sind Hyperbeln. 

< T < 1. Die Ebenen schneiden nicht. 

T = l. Die Ebene berührt im Punkte M. 

T > 1. Die Schnittkurven sind Ellipsen. 

Einflächiges Hyperboloid. 

T < 0. Die Schnittkurven sind Ellipsen. 
T = o. Die Ebene schneidet in zwei parallelen Geraden. 
o<T<l. Die Schnittkurven sind Hyperbeln. 

T = l. Wir erhalten zwei sich in M schneidende gerade Linien. 
T > 1. Die Schnittkurven sind wieder Hyperbeln, welche aber den vorigen der 
Lage nach konjugiert sind. 

Für die singulären Fälle des Kegels, des elliptischen und hyperbolischen Cylinders, 
wie sie in § 6 als Grenz- und Übergangsfälle vorkamen, ist die Beantwortung der Frage 
nach dem Schneiden oder Nichtschneiden und nach der Gestalt der Schnittkurven so 
einfach, dafis es nicht nOtig ist, hierüber noch besondere Angaben zu machen. 

Wie sich aus der Zusammenstellung ergiebt, hat die Ebene im Falle T = l mit 
der Fläche entweder nur einen Punkt gemeinsam oder sie durchschneidet dieselbe in 
zwei geraden Linien. Im ersten Falle bezeichnet der betreffende Punkt M einen End- 
punkt der Fläche dritten Grades, in beiden Fällen aber mufs die Ebene eine Tangential- 
ebene an dieselbe sein. 

Dieses Besultat kann auch in der folgenden Weise direkt aus der Gleichung (10) 
abgeleitet werden. Wir haben in § 3 gefunden, dafs die Ebene ax-f by-t- cz = o die 
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Fläche im Punkte berOhrt Fragen wir nach den übrigen Punkten, in welchen die 
Tangentialebene parallel ax -(- b^ + cz = o ist Für dieselben müssen die in (13) auf- 
gestellten Differentialquotienten proportional a, b und c oder 

x(ax+by + cz) + ux = ka, 
y (ax+by+ cz) + vy = kb, 
z(ax + by4-cz) +wz = kc 

sein. Multiplikation mit beziehungsweise x, y und z und Addition liefert 

(x'+y* +z*) (ax+by + cz) + ux* + vy* + wz' = k (ax+by+ cz) 

und mit Benutzung von (10) 

(k+l)(ax+by + cz) = 0, 

woraus k = — 1 folgt Also wird 

X (ax+by +cz) -|- ux = — a ^ 

y (ax+by +cz)-|-vy = — b > (17) 

z(ax+by+cz) + wz = — c i 

und 

... a + ux b + vy c + wz 

ax + by + cz = = ^ = ' = — t 

'' X y z 

Daher in Übereinstimmung mit (15) 

x = r, y = Tj 2= (18) 

u — t' ^ V — t' w — t ^ ' 

K a» . b* ^ c« 
t = — ax — by — cz = H + 



und 



u — t V — t w — t 
oder 



a* b' , c 



5- = T = l. (19) 



U — t V — t w — t 

a* b* c* 

Da die Gleichung T = 1 oder -r ^ z H r = t vom vierten Grade 

u — t V — t w— t 

ist, kann dieser Fall höchstens für vier verschiedene Werte von t eintreten. Dabei ist 

die Möglichkeit vorhanden, dafs zwei zusammenfallende Werte von t vorkommen oder die 

Gleichung eine Doppelwurzel besitzt Ist dieses der Fall, so mnfs der betreffende Wert 

a* b' c* 

auch der durch Differentiation entstehenden Gleichung 7 -r^ + 7 r^ + -, -ri = 1 

^ (u — t)* (v — t)' (w— t)* 

(a b c \ 
-; -; -) mufs auf der Abbildungs- 

kugel x' + y' + z" = 1 liegen. 
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§ 8. 
Von den Werten der Funktion T. 

Es muffl nun die durch (16) definierte Funktion T einer näheren Be- 
trachtung unterzogen werden. Wir wenden uns zunächst zu der Nennerfunktion 

a' V c* 

N = rH T-i r« Denken wir uns unter t und N die Abszisse und Ordi- 

u — t ▼ — t w — t 

a* b* c* 

nate eines Punktes, so stellt N = H -] die Gleichung einer Kurve 

u — tv — tw — t ° 

dar, über deren Verlauf sich die folgenden Bemerkungen machen lassen : Für sehr grofses 
negatives t ist N sehr klein und positiv. Die Kurve nähert sich also auf der positiven 
Seite der N asymptotisch der negativen t-Axe. Lassen wir t von — cx) aus wachsen, so 
nimmt auch N zu und erreicht bei t = u den Wert + oo. Der betrachtete Zweig nähert 
sich also, auf derselben positiven Seite der N asymptotisch der zur t-Axe senkrechten 
Geraden t==u. Wächst t weiter, so wird N negativ und sehr grofs. Dieselbe Gerade 
t = u wird also auf der negativen Seite der N von einem zweiten Zweige der Kurve 
asymptotisch berührt. Da bei t = v der Wert von N wieder -f oo ist, so mufs dieser 
zweite Zweig sich von der negativen Seite der N zur positiven erstrecken und dort die 
Gerade t = y asymptotisch berühren; er mufs also die t-Axe in einem Punkte ti durch- 
schneiden, der sich zwischen u und v befindet. Wächst t über v hinaus, so wird N 
wiederum negativ und sehr grofs, wir gelangen zu einem dritten Zweige der Kurve, 
welcher dieselbe Gerade t = v auf der negativen Seite der N und, da für t = w die 
Funktion N zum dritten Male + oo wird, die Gerade t = w auf der positiven Seite der 
N asymptotisch berührt und in ihrem Verlaufe die t-Axe in einem Punkte ts schneidet, 
der zwischen v und w liegen mufs. Die Kurve hat endlich noch einen vierten Zweig, der 
ganz auf der negativen Seite der N liegt und die Gerade t = w und die positive t-Axe 
asymptotisch berührt 

Die Gestalt der Kurve ist also eine solche, dafs sie von einer Parallelen zur 
N-Axe im allgemeinen in einem Punkte geschnitten wird, dafs jedoch die Geraden t = u, 
t =: V und t = w keinen im Endlichen liegenden Punkt mit ihr gemeinsam haben, sondern 
auf beiden Seiten asymptotisch berührt werden. Eine Parallele zur t-Axe durchschneidet 
die Kurve stets in drei Punkten. Die t-Axe selbst hat nur zwei Punkte mit ihr gemein- 
sam, wird aber aufserdem auf beiden Seiten asymptotisch berührt. 

Man kann das Sachverhältnis auch so darstellen: Jede Gerade t = k hat einen 
Punkt mit der Kurve gemeinsam, der für t=u, t = v, t = w ins Unendliche fällt. Jede 
Gerade N = s hat drei Punkte mit der Kurve gemeinsam, von denen der eine bei N = o 
ins Unendliche f&Ut. Das wichtigste Ergebnis der Untersuchung ist, dafs stets zwei 
Werte ti und ts existieren, die zwischen u und v beziehungsweise v und w liegen, für 
welche die Kurve die t-Axe durchschneidet und N = o wird. Diese beiden Werte haben 
für die späteren Untersuchungen eine ganz besondere Bedeutung. Wir wollen auch den 
analytischen Ausdruck für dieselben au&tellen. Es wird aus der Gleichung 

*' +T^ + -A = (20) 



u — t V — t w — t 
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ti,,=i(a'(v+w)+b»(w+u)+c»(u+v)q=V(a^(v^^ (21) 

Mit Einführang dieser Werte geht T in die Gestalt 

_ t(a-t)(v-t)(w^t) 

(t-t,)(t-t.) ^ ' 

über. 

Es kann auch ti = ts = v werden. Wie die im zweiten Teile dieser Untersuchung 
aufgestellte allgemeine Gleichung der Schnittkurven zeigen wird, müssen diese dann sämt- 
lich Kreise sein. Es ergeben sich damit die in § 4 und 5 behandelten besonderen Fälle. 
Unter dieser Annahme geht die Funktion T auch in den in § 5 ebenfalls mit T bezeich- 
neten Quotienten — ^^- über. 

V — t 

Der eingehend beschriebene Verlauf der Kurve N macht es schon mOglich, zu 
entscheiden, innerhalb welcher Intervalle die Funktion T den Wert 1 erreichen kann. 
Wir brauchten zu dem Zwecke nur die Schnittpunkte der Kurve mit der Geraden N = t 
aufzusuchen. Da es jedoch für uns nicht nur auf diese Stellen, sondern auf den ganzen 
Verlauf der Funktion T ankommt, wollen wir uns hierauf nicht weiter einlassen und gehen 
sogleich zur Betrachtung von T über. 

Hierbei fassen wir ähnlich wie vorhin t und T als Koordinaten eines Punktes auf 
und verfolgen den Verlauf der durch die Gleichung (22) dargestellten Kurve. Zunächst 
ist es klar, dafs T den Wert bei o, u, v, w erreicht, daCs also die Kurve die t-Axe 
viermal durchschneidet. Ferner überzeugt man sich, dafs für t = zt c» der Wert T= — cx> 
wird, dafs also die Kurve auf der Seite der negativen t aus dem Unendlichen aufsteigt 
und auf der Seite der positiven t wieder ins Unendliche herabsinkt. Aufserdem entfernt 
sie sich noch bei t = ti und t = U &us der Endlichkeit, insofern diese Geraden auf beiden 
Seiten von ihr asymptotisch berührt werden. Was den weiteren Verlauf der Kurve an- 
geht, so ist derselbe je nach der Lage des Anfangspunktes ein verschiedener. Dabei 
mufs wegen der besonderen Bedeutung des Wertes von ti die Zahl der in § 6 gemachten 
Unterscheidungen noch weiter vermehrt werden. 

w > V > u > 0. 

Die Kurve besteht aus drei Zweigen. Der erste durchschneidet die t-Axe bei o, 
erhebt sich bis zu einem gewissen Maximum über die t-Axe hinaus, senkt sich dann 
wieder, trifft die t-Axe zum zweiten Male bei u und berührt asymptotisch die Gerade 
t = ti. Der zweite Zweig berührt dieselbe Gerade auf der entgegengesetzten Seite, trifft 
die t-Axe in v und berührt t = ts. Der letzte Zweig berührt t = tt auf der Seite der 
positiven T, schneidet die t-Axe in w und verliert sich, wie oben angegeben, in der 
Unendlichkeit 

Wie die Anschauung lehrt, kann T den Wert 1 erreichen beziehungsweise erreicht 
ihn mit Sicherheit zwischen o und u, ti und v, ts und w. 
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w> v>u = o. 

In diesem Falle bietet die Kurve dasselbe Bild wie vorhin, nur ragt jetzt der 
erste Zweig nicht über die t-Axe hinaus, sondern berührt dieselbe im Punkte u = o. T 
kann deshalb den Wert 1 nur zwischen ti und v und zwischen U und w annehmen. 

w>v>ti>o>u. 

Auch dieses Mal ändert sich das Aussehen der Kurve nicht. Der ganze Unter- 
schied besteht darin, dafs der erste Zweig die t-Axe zunächst bei u und dann erst bei o 
durchschneidet 

Es kann T = l werden zwischen u und o, ti und v, t^ und w. 

w>v>ti = o>u. 

Die beiden ersten Zweige treffen in einem Punkte der T-Axe zusammen und 
liefern die ganze T-Axe selbst und eine einzige krumme Linie, welche aus dem 
Unendlichen aufsteigt, die t-Axe in u und v durchschneidet und die Gerade t = ts auf 
der Seite der negativen T asymptotisch berührt. Der dritte Zweig nimmt denselben 
Verlauf wie bisher. 

T kann den Wert 1 erreichen zwischen u und v und zwischen ts und w. 

w>v>o>ti>u. 

Die Teile der Kurve, welche im vorigen Falle in der T-Axe zusammenstiefsen, 
trennen sich wieder von einander und liefern zwei Zweige, von denen der eine die t-Axe 
in u durchschneidet und die Gerade t = ti auf der Seite der positiven T berührt, während 
der andere dieselbe Gerade auf der entgegengesetzten Seite berührt, die t-Axe in o und v 
trifft und, t = t8 auf der Seite der negativen T berührend, sich im Unendlichen wieder 
verliert. Der Verlauf des dritten Zweiges bleibt auch jetzt noch unverändert. 

T kann gleich 1 werden zwischen u und ti, o und v, U und w. 

W>V = 0>ti>U. 

Das Aussehen der Kurve ist dasselbe wie im vorhergehenden Falle, nur ragt der 
zweite Zweig nicht über die t-Axe hinaus, sondern berührt dieselbe im Punkte v = o. 
Den Wert 1 kann T nur zwischen u und tj und zwischen U und w annehmen. 



§9. 
Von der Gestalt der Flächen dritten Grades. 

Nach diesen Vorbereitungen sind wir nun im Stande, für jeden einzelnen Fall 
die Art und Reihenfolge der Schnittkurven anzugeben und damit zu einer Vorstellung 
von der Gestalt der Flächen dritten Grades zu gelangen. Das dabei anzuwendende Ver- 
fahren ist ganz einfach: Zunächst bestimmen wir aus § 6, von welcher Art für das in 
Betracht kommende Intervall die Flächen zweiten Grades sind. Hierauf suchen wir aus 
der entsprechenden in § 8 ausführlich beschriebenen Kurve die zugehörigen Werte von T. 

Falk-Bealgjmn. 1903. 4 
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Dann lassen die in § 7 gegebenen Zusammenstellungen ohne weiteres die Gestalt der 
betreffenden Schnittkurven erkennen. 

Was die Ausführung im einzelnen angeht, so wollen wir an dieser Stelle, um 
unnötige Wiederholungen zu vermeiden, die ausführliche Darstellung auf einen der Fälle 
beschränken und auf die übrigen nur soweit eingehen, als nötig ist, um die in ihnen 
enthaltenen Abweichungen zu bestimmen. 

w > V > u > 0. 

Der Wert T = 1 werde nur an den beiden Stellen ti < t^) < v und U < t^*^ 
< w erreicht 

t = 0. Die Ebene berührt die Fläche im Punkte 0. 
< t < u. Es folgen Ellipsen, die sich aus dem Punkte entwickeln und deren 

Dimensionen mit wachsendem t allmählich zunehmen. 
t = u. Wir erhalten ebenfalls eine Ellipse, sofern nicht die Ebene parallel zur 
x-Axe läuft, welchen Fall wir hier ausschliefsen wollen, 
u < t < ti. Wiederum Ellipsen. Der eine Scheitel rückt immer weiter fort, der 

andere bleibt im Endlichen. 
t = ti. Die Ellipsen sind in den Grenzfall der Parabel übergegangen, 
ti << t<[ t^^K Die Ebenen schneiden in Hyperbeln, deren einer Zweig sich aus der 

Parabel entwickelt, während der andere aus unendlicher Ferne ent- 
gegenrückt. 
t = t(^>. Die Scheitel der Hyperbel sind zusammengefallen, die Hyperbel ist in 
zwei sich in M schneidende gerade Linien übergegangen. 
t<^> < t < Y. Wir bekommen wieder Hyperbeln, die sich aus den beiden geraden Linien 

entwickeln und der Lage nach den vorigen konjugiert sind, 
t^v. Ebenfalls eine Hyperbel, sofern nicht die Ebene parallel der y-Axe ist, 
welchen Fall wir hier ausschliefsen. 
V < t < tj. Die Ebenen schneiden wieder in Hyperbeln. 

t = ts. Der eine Scheitel ist ins Unendliche gerückt, die Schnittkurve ist eine 
Parabel, 
tj < t < t(*>. Wir erhalten wiederum Ellipsen. 
t = t(^\ Die Fläche endigt in einem Punkte. 

Dieses ist das allgemeine Bild, wie es sich mit geringen Änderungen fast in 
jedem Falle für den unendlichen Teil der Fläche wiederholt. Vor ti und nach tt sind 
die Schnittkurven Ellipsen, zwischen ti und U Hyperbeln. Die beiden Ebenen t = ti und 
t = ti selbst werden von der Fläche in Parabeln geschnitten und gleichzeitig auf beiden 
Seiten asymptotisch berührt. Die Ebene t^t^^^ zerteilt die Fläche in zwei vollkommen 
gleichartig gebaute Teile, die in ihrer Lage um einen rechten Winkel gegen einander 
gedreht zu sein scheinen. 

Sind aufser t^^> und tw noch zwei Werte t^*> und t<*) vorhanden, für welche 
T = l wird, und liegen dieselben zwischen o und u, so besteht die Fläche aus zwei 
Teilen, von welchen der endliche bei beginnt und bei t<'> schliefst, während der un- 
endlich ausgedehnte bei t<^> seinen Anfang nimmt. Sollte t^''> = t(^) sein, so stofsen beide 
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Teile in einem Pankte der Abbildungskugel zusammen. Bei der Abbildung geht jeder 
Teil in den andern über. 

Liegen die beiden Werte zwischen t(^> und w, so besteht die Fl&che ebenfalls 
aus zwei Teilen. Auf den oben eingehend beschriebenen unendlichen Teil folgt noch ein 
endlicher Teil, der sich von t^*^ bis t^*^ erstreckt, für t^*^ = t(^> in einen singulären Punkt 
der Abbildangskugel zusammenschrumpft und bei V^)^=zti^) mit dem unendlichen Teil in 
einem Punkte der Abbildungskugel zusammenstöfst. Sollte t^^^ = t^') = t^^) sein, so endigt 
die ganze Fläche in einem Punkte der Abbildungskugel. Bei der Abbildung geht jeder 
Teil in sich selbst über. 

Während sich bisher an dem Verlaufe des unendlichen Teiles nichts änderte, 
gestaltet sich die Sache wesentlich anders, wenn t(^> und t<*> zwischen t^^> und v liegen. 
In diesem Falle nähern sich die Scheitel der Hyperbeln, welche aus den beiden Geraden 
bei t(^) sich entwickeln, wiederum und treffen bei t^^) zum zweiten Male zusammen. 
Dann folgen Hyperbeln derselben Art wie vor dem ersten Zusammentreffen. Die Scheitel 
derselben entfernen sich aber nur bis zu einem gewissen Maximum, nähern sich dann 
wieder und stofsen bei t^*^ zum dritten Male zusammen. Hierauf erscheinen Hyperbeln 
der zweiten Art, deren einer Zweig sich immer weiter entfernt, während der andere bei 
t, in eine Parabel übergeht Es giebt also drei Ebenen t = t^^^ t = t^'>, t^tt*>, welche 
die Fläche in zwei Geraden durchschneiden. Dieses Mal haben die beiden Teile, in welche 
die Fläche durch die Ebene t^t^^^ zerlegt wird, nicht mehr dieselbe Form, wohl aber 
die beiden Teile, in welche die Ebene t = t^*^ sie zerlegt. Sollte t(*> = t^*> sein, so treffen 
die Scheitel nur zweimal zusammen, und es erscheinen nach dem zweiten Zusammen- 
treffen, welches in einem Punkte der Abbildungskugel erfolgen mufs, Hyperbeln derselben 
Art wie vor demselben. Auch wenn t<^> = t^*> ist, existieren nur zwei Paar sich schneidender 
Geraden, und es folgen nach dem ersten Zusammentreffen, welches jetzt in einem Punkte 
der Abbildungskugel geschehen mufs, Hyperbeln derselben Art wie vor demselben. Ist 
endlich t^^^ = t^ = t^*>, so treffen die Scheitel nur einmal in einem Punkte der Abbildungs- 
kugel zusammen. 

Das folgende numerische Beispiel möge als Beweis dafür dienen, dafs der Fall 
ti < t(^> < t(') < t^*) < V in Wirklichkeit vorkommt: Es sei u = 0,l; v = 1,3146; 
w = 6,0854; a' = 0,048693; b" = 0,43053; c' = 0,520777. Die Gleichung zur Be- 
stimmung von t, und tg lautet dann t^ — 3,76 1 + 0,72 = und liefert ti»= 0,2024 und 
t, = 3,5576. Die Gleichung T = l heifst t* — 7,5 t' + 9,74 t' - 4,56 t-|- 0,72 = 0. Die- 
selbe wird befriedigt durch die vier reellen Werte t(^» = 0,4; ti^) = 0,5; t(*) = 0,6; tW = 6, 
von welchen t^'^ und t^^) in der That zwischen t^^) und v liegen. 

Es erübrigt noch eine kurze Betrachtung der beiden in der bisherigen Unter- 
suchung ausgeschlossenen Fälle, dafs die Ebenen der x- oder y-Axe parallel laufen. 

Ist a = o, so wird ti = u. Die beiden ersten Zweige der Kurve T vereinigen 

sich zu der Geraden t = u=ti und einer einzigen, die t-Axe in o und v schneidenden 

krummen Linie. In diesem Falle gehen die Ellipsen, mit denen die Reihenfolge der 

Kurven beginnt, bei ti = u nicht in eine Parabel, sondern in zwei zur x-Axe parallele 

Geraden über, die eventuell sogar in eine Gerade zusammenfallen. Es kann auch der 

Fall eintreten, dafs die Reihe der Ellipsen schon vor ti = u mit einem Punkte schliefst; 

4» 
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dann entwickeln sich beide Zweige der Hyperbeln, welche nach ti = n auftreten, im 
Unendlichen. 

Ist b = o, so ist entweder ti = v, tj = a'w + c'i oder ti = a*w4-c*u, t,:=:v, 
je nachdem a*w + c*u — v^o ist. Bei ti = v vereinigen sich wiederum die ersten 
beiden Zweige der Kurve T zur Geraden t = v = ti und einer einzigen krummen Linie, 
welche die t-Axe in o und u trifft und t = t2 auf der Seite der negativen T berührt. 
Die Ellipsen gehen dieses Mal bei ti = v in zwei zur y-Axe parallele Geraden über. Die 
Hyperbeln, welche sich aus diesen entwickeln, liefern, ohne dafs ihre Scheitel auf dem 
Wege zusammenstofsen, bei t, direkt eine Parabel. Ist endlich t« = v, so vereinigen sich 
der zweite und dritte Zweig der Kurve T zur Geraden t'=v = tj und einer einzigen 
krummen Linie, welche t = t] auf der positiven Seite der T berührt und die t-Axe im 
Punkte w durchschneidet. Dann gilt, wenn wir die Schnittkurven in umgekehrter Folge 
betrachten, für den Übergang von den Ellipsen für t > v = ta zu den Hyperbeln für 
t < V = ts dasselbe, was in dem Falle a = o gesagt wurde, nur dafs die betreffenden 
Geraden jetzt der y-Axe parallel laufen. 

w > V > u = 0. 

Der unendlich ausgedehnte Teil der Fläche beginnt stets mit dem Punkte 0. 
Sofern die Fläche au» zwei getrennten Teilen besteht, geht jeder Teil bei der Abbildung 
in bich selbst über. Im übrigen bietet die Fläche dasselbe Bild wie im vorigen Falle. 

W>V>ti>0>U. 

Auch in diesem Falle beginnt der unendlich ausgedehnte Teil stets mit dem 
Punkte 0. Demselben kann aber diesmal eine endliche Fläche vorangehen, die von der 
Ebene t = o aus gerechnet auf der andern Seite des Raumes liegt und eventuell zu einem 
Punkt der Abbildungskugel zusammenschrumpft. 

w>v>ti = o>u. 

Nach (21) mufs dann a'vw + b'wu + c'uv = o sein, woraus weiter folgt, dafs 

a b 

die Ebene t = o den Kegel ux' + vy' + wz^ = o in der Geraden x = — k, y = — k, 

z = — k berührt, 
w 

Erreicht T den Wert 1 nur für ts<t(^)<w, so entwickeln sich die Hyperbeln aus 
der genannten Geraden und gehen, ohne dafs ihre Scheitel auf dem Wege zusammen- 
treffen, bei tj in eine Parabel über. 

Existieren noch zwei Werte t<^><t^*^ für welche T = l ist, und liegen dieselben 
zwischen u und o, so geht ein endlicher Teil voran, welcher wieder auf der andern Seite 
des Raumes liegt; sollte t(*)=o sein, so stofsen beide Teile in einem Punkte der Geraden 
zusammen ; für t^'^) = t(*> = o rückt dieser Punkt in die Abbildungskugel. Liegt t<*) zwischen 
u und 0, t^^> zwischen o und v, so geht dem unendlichen Teile ebenfalls eine endliche 
Fläche voran, die aber nicht in einem Punkte endigt, sondern deren Schnittkurven bei 
t==o in einen Teil der Geraden übergehen. Aus den übrigen beiden unendlich aus- 



— 29 — 

gedehnten Teilen der Geraden entwickeln sich dann die beiden Zweige der Hyperbeln, 
deren Scheitel bei t<^> zusammentreffen. Liegen V^^ nnd t(^) zwischen o nnd y, so treffen 
die Scheitel der Hyperbeln, die sich wieder aus der ganzen Geraden entwickeln, vor dem 
Übergang zur Parabel an zwei Stellen zusammen. Wir erhalten also zwei berührende 
Ebenen, welche mit der Fläche zwei sich schneidende Geraden gemeinsam haben. Sollte 
t(^> = o sein, so entwickeln sich die beiden Zweige der Hyperbeln ähnlich wie im Falle 

u < tw < 0, < tt') < Y aus den beiden vom Punkte M= (—- ^T, T, — ^t) aus 

sich ins Unendliche ausdehnenden Hälften der Geraden. In diesem Falle stofsen die 
Zweige der Hyperbeln nur einmal zusammen. 

w>y>o>ti>u. 

Erreicht T den Wert 1 nur bei u < t<^> < ti und t, < t<«) < w, so nimmt die 
Fläche genau denselben Verlauf wie im ersten Falle, nur erscheint sie gegen den Anfangs- 
punkt hin verschoben. Sie beginnt bei t^^) mit einem Punkte; es folgen Ellipsen, die bei 
ti in den Grenzfall der Parabel übergehen. Von ti bis U erscheinen Hyperbeln, deren 
Scheitel bei zusammentreffen. Bei U erhalten wir wieder eine Parabel, von t, bis t(^> 
Ellipsen, bei t(^> den Endpunkt der Fläche. Die Tangentialebene in hat also stets 
zwei sich schneidende Geraden mit der Fläche gemeinsam. 

Existieren noch zwei Werte t<^> und t^^) zwischen o und v, so stofsen die Scheitel 
der Hyperbeln aufserdem noch zweimal zusammen; es giebt dann drei Ebenen, welche 
die Fläche in zwei Geraden schneiden. 

Fallen t(') und t(^> zwischen t^^) und ti, so besteht die Fläche aus zwei getrennten 
Teilen; der endliche erstreckt sich von t<^) bis t<^>, der unendliche von t^*> bis tw. 

Liegen t('> und t(^> zwischen U und t^*\ so besteht die Fläche ebenfalls aus zwei 
Teilen; der unendliche geht von t^^) bis t^'>, der endliche von t(*> bis t^^K 

In den beiden letzten Fällen kehrt jeder Teil bei der Abbildung in sich selbst zurück. 

W>V = 0>ti>U. 

Die Fläche verläuft wie im vorigen Falle; nur die Tangentialebene in durch- 
schneidet sie in zwei geraden Linien. 

Die Betrachtung der verschiedenen Fälle zeigt, dafs, wie die Fläche im einzelnen 
auch gestaltet sein mag, zwischen ti und U sämtliche Schnittkurven Hyperbeln, vor ti 
und nach U Ellipsen sind. Was aber den Übergang von der einen Sorte von Kurven zur 
andern angeht, so kann derselbe sich auf jede nur mögliche Art vollziehen. Die Ellipsen 
können in den Grenzfall der Parabel, in zwei parallele Geraden, in eine sich bis ins 
Unendliche erstreckende Gerade, in einen begrenzten Teil einer Geraden oder in einen 
einzelnen Punkt übergehen. Es kann auch die Reihe der Ellipsen schon vorher mit 
einem Punkte endigen, in welchem Falle beide Zweige der Hyperbeln sich im Unendlichen 
entwickeln. 
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